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Teorema lui Nyquist — Shannon - Demonstratie
Evidentierea conceptului de ,timp de esantionare” sau
,frecventa de esantionare” (eng. sample time or sample frequency)

IPOTEZA: DE CE TIMPUL DE ESANTIONARE (SAU NUMARUL DE MASURATORI TN UNITATEA
DE TIMP) TREBUIE SA FIE DE 20 DE ORI MAI MIC DECAT PERIOADA FUNDAMENTALEI
VEHICULATE? (DEMONSTRATIA TEOREMEI LUI NYQUIST — SHANNON):

Pentru achizitia unui semnal (analogic) ,,yq)”, cu frecventa ,fy)” Intr-un sistem de calcul in
timp real (numeric / discret), este nevoie de un numar de ,,N” masuratori, achizitionate in
timpul , Tsample(r)”. Frecventa obtinuta prin raportul ,,fsamplet) = N / Tsampler)” S€ numeste
FRECVENTA DE ESANTIONARE sau DE ACHIZITIE (eng. sample frequency), iar perioada

» Tsample(t)” s€ numeste TIMP DE ESANTIONARE (eng. sample time) (timpul in care sistemul de
calcul preia masuratorile). Pentru achizitia corecta (adica semnalul achizitionat sa fie cat
mai apropiat sau chiar asemanator cu cel original dupa reconstituirea lui din datele
achizitionate), se recomanda ca frecventa de esantionare / achizitie sa fie mai mare decat
frecventa maxim vehiculati a fundamentalei din sistem. in cazul in care acest lucru nu se
respecta, se vor obtine niste forme de unda distorsionate. Acest fenoment de distorsionare
a semnalului achizitionat din cauza frecventei reduse de esantionare poarta numele de
ALIASING. lar semnalul incorect generat se numeste ALIAS.

Pentru prevenirea fenomenului ALIAS (eng. anti-aliasing), se impune o frecventa de prag,
numitd FRECVENTA NYQUIST peste care, acest fenomen se reduce. Aceasta se exprima ca i
dublul frecventei fundamentale maxime vehiculate in sistem: fayquist = 2 X fy(y):

(ex. pentru o frecventa de fy) = 50 [Hz], fnyquist = 2 X 50 [Hz] = 100 [Hz] — Adica frecventa de
esantionare ,fsample(r)” trebuie sa fie mult mai mare decat 100 [Hz] — frecventa Nyquist).

ENUNTUL TEOREMEI: Pentru prevenirea fenomenului ALIAS in procesul de achizitie sau
generare numerica / discreta de semnal, se recomanda ca frecventa de achizitie a
semnalului sa fie mult mai mare decat frecventa Nyquist (mai mare decat dublul frecventei
fundamentale maxime vehiculate in sistem). In cazul perioadei de esantionare (eng. sample
time), aceasta trebuie sa fie mult mai mica decat perioada Nyquist

(adica Tnyquist = (1 / fayquist) = 1/ 2 x fy(y)) sau (perioada / timpul de esantionare sa fie mult
mai mic / mica decat jumatatea perioadei minime fundamentale vehiculate in sistem).

(ex. fyr) = 50 [Hz], Ty =1/ 50 [Hz] = 0.02 [s];

Tyquist = 1/ 2 X fyy = 1/ 2 x 50 [Hz] = 1/ 100 [Hz] = 0,01 [s]; SAU Tnyquist = Ty(y) / 2

Deci, Tsample(t) >> Tnyquist = 0,01 [s];

SE PROPUN URMATOARELE CAZURI:

Fie un semnal sinusoidal ,y(t)” cu frecventa fundamentala de f = 50 [Hz]. Se doreste
urmarirea comportamentului semnalului achizitionat la cinci frecvente de esantionare
diferite (masuratori / puncte in unitatea de timp) anume:
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A. fsample(t) = fy) = 1 X 50 [Hz]; Tsample(t) = 0,02 [s]; << Tnyquist = 0,01 [s];

B. fsample(t) = 2 X fyiy= 2 x 50 [Hz] = 100 [Hz]; Tsample(t) = 0,01 [S] = Tnyquist = 0,01 [s];

C. fsamplet) = 4 X fyty = 4 x 50 [Hz] = 200 [Hz]; Tsamplet) = 0,005 [s] > Tnyquist = 0,01 [s];

D. fsample(t) = 8 X fy(t)= 8 x 50 [Hz] = 400 [Hz]; Tsample(r) = 0,0025 [s] >> Tnyquist = 0,01 [s];

E. fsamplerty = 12 X fyy= 12 x 50 [Hz] = 600 [Hz]; Tsample(r) = 0,001(6) [s] >> Tnyquist = 0,01 [s];

Unde ,fsample(t)” este frecventa de esantionare, , Tsamplet)” timpul de esantionare
(corespondentul la parametrul ,Fixed-step size (fundamental sample time)” iar ,, Tnyquist” €ste
perioada Nyquist, calculata ca si inversul frecventei Nyquist sau jumatate din perioada
fundamentalei minime vehiculate in sistem;

OBSERVATII: 1. Coeficientul de multiplicare al frecventei fundamentale in raport cu
frecventa de esantionare ne indica numarul de puncte achizitionate la un ciclu de o
perioada completa (2 x 1t = 360°); (ex. cazul A. fsample(t) = fyt) = 1 X 50 [Hz]; Tsampler) = 0,02 [s]; -
avem 1 (un) singur punct achizitionat);

Se va reprezenta grafic comportamentul semnalului achizitionat (fig. 9 — A, B, C, D, E).

2. Pe masura ce timpul de esantionare scade (devine mai mic, deci frecventa cu care se
obtin punctele de masura creste, adica se iau mai multe masuratori intr-un timp mai scurt)
reprezentarea semnalului devine tot mai fidela, apropiata de forma continua pur
sinusoidala generata pe cale analogica. Din acest motiv se recomanda ca frecventa de
esantionare (sample frequency) sa fie de 20 (doua zeci) de ori mai mare decat frecventa
fundamentala maxima vehiculata in modelul matematic. Desigur, ca in cazul perioadei,
timpul de esantionare va trebui sa fie mai mic decat perioada minima vehiculata in model.

3. Un astfel de semnal numeric ,,construit din puncte” de aproximatii succesive se numeste
SEMNAL NUMERIC DISCRET;

4. Actiunea de ATRIBUIRE DE VALORI NUMERICE unei variabile dintr-o anume expresie
matematica (redata sub forma analitica) IN MOD REPETAT cu scopul de a rezolva ecuatia

expresiei sau a ridica caracteristica / curba de variatie a expresiei se numeste DISCRETIZARE.

5. Sistemele cu micro-controller sunt sisteme de calcul in timp real preponderent discret -
numerice. (de aici justificarea alegerii optiunii , discrete (no continuous states)”).
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D. fsample(t) =8 X fy(t) =8x50 [HZ] =400 [HZ],' Tsample(t) = 0,0025 [S] >> TNyquist = 0,01 [S];
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E. fsample(t) =12x fy(t) =12 x50 [HZ] =600 [HZ]; Tsample(t) = 0,001(6) [S] >> TNyquist = 0,01 [S],

fig. 1- A, B, C, D, E— Comportamentul semnalului
achizitionat la diferite frecvente de esantionare

in figura ,fig. 1” avem reprezentate doud forme de unda a doud semnale, anume: ,y(t)” si
»Sample(t)”, unde, ,,y(t)” se considera a fi un semnal pur sinusoidal cu frecventa
fundamentala de 50 [Hz] si amplitudine unitara, semnalul ,,Sample(t)” reprezinta rezultatul
sistemului numeric de achizitie, iar punctele rosii reprezinta ,nodurile” sau ,,punctele de
masura”. Semnalul ,,Sample(t)” este ,,construit” prin unirea punctelor de masura cu
segmente de dreapta (procedeu numit ,,aproximarea unei curbe prin segmente de
dreapta” practic, prin aproximari succesive sau interpolare se identifica curba de variatie a
semnalului in timp). n realitate, pentru un semnal continuu pur analogic, intre doud puncte
de esantionare exista o infinitate de valori. Procesul de esantionare presupune
»surprinderea” selectivd a anumitor puncte de masura / valori ale semnalului. Deci

suprinderea mai multor puncte, conduce la cresterea fidelitatii semnalului.

Pentru situatia de fata avem:

A. fsample(t) = fyiy= 1 x 50 [Hz]; Tsample(t) = 0,02 [s]; << Tnyquist = 0,01 [s]; - SUBESANTIONARE, un
punct surprins la finalul perioadei, forma de unda este ALIAS;

B. fsample(t) = 2 X fy()= 2 x 50 [Hz] = 100 [Hz]; Tsample(t) = 0,01 [s] = Tnyquist = 0,01 [s]; -
SUBESANTIONARE, doua puncte (al treilea punct este tot zero!) — ALIAS;
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C. fsamplert) = 4 X fyr)= 4 x 50 [Hz] = 200 [Hz]; Tsample(r) = 0,005 [s] > Tnyquist = 0,01 [s]; -
SUBESANTIONARE (avem patru puncte), forma de unda triunghiulara, ALIAS;

D. fsample(t) = 8 X fyt)= 8 x 50 [Hz] = 400 [Hz]; Tsample(y) = 0,0025 [s] >> Tnyquist = 0,01 [s]; -
ESANTIONARE NORMALA, forma de undd aseméanatoare, dar tot este un ALIAS;

E. fsampleit) = 12 X fyy)= 12 x 50 [Hz] = 600 [Hz]; Tsample(y) = 0,001(6) [s] >> Tnyquist = 0,01 [s]; -
ESANTIONARE NORMALA, forma de und3 aproape identica, nu mai este un ALIAS.

OBSERVATIE: 1. Desi formele de unda ALIAS se considera a fi generate incorect de catre
sistemul de achizitie, totusi, pe baza lor se pot identifica parametrii semnalului precum:
Cazul A: Detectia perioadei (ciclului) semnalului printr-un singur punct de masura;
Cazul B: Detectia trecerilor prin zero ale semnalului prin trei puncte de masura;

Cazul C: Detectia minimului si maximului dintr-un semnal prin doua puncte extreme;
Cazul D: Detectia valorii efective a semnalului prin patru puncte mediane (2 — 4; 6 — 8);
Cazul E: Identificarea unei curbe de variatie a functiei semnalului.

2. Pentru a realiza un anumit set / numar de masuratori, sistemul de calcul in timp real
dotat cu sistem de achizitie, aloca un anumit cuantum de resurse procesului precum: spatiu
in memorie, putere si viteza de calcul, tact de ceas, cereri de intrerupere. Din acest motiv,
nu ar fi justificata o evaluare mult prea fidela a semnalului daca aceasta nu este impusa sau
ceruta! Un astfel de procedeu, in care, sistemul de achizitie preia mult mai multe
masuratori decat poate sistemul de calcul sa proceseze se numeste SUPRAESANTIONARE
(eng. over-sampling).

CONCLUZIE: PENTRU A ALEGE TIMPUL DE ESANTIONARE / FRECVENTA DE ESANTIONARE,
TREBUIE SA SE DETERMINE FRECVENTA MAXIMA POSIBILA VEHICULATA IN SISTEM (SAU
PERIOADA MINIMA), DUPA CARE SE VA TRECE LA DETERMINAREA FRECVENTEI NYQUIST CA
S| DUBLUL FUNDAMENTALEI MAXIME (SAU JUMATATEA PERIOADEI MINIME A SEMNALULUI
CU FRECVENTA FUNDAMENTALA MAXIME). DUPA AFLAREA FRECVENTEI DE PRAG NYQUIST,
SE VA PUTEA ALEGE O FREVENTA DE ESANTIONARE MULT MAI MARE, SAU O PERIOADA / UN
TIMP DE ESANTIONARE MULT MAI MIC DECAT PERIOADA NYQUIST MINIM VEHICULATA.

n cazul micro-controllerelor Arduino, cea mai bund valoarea pentru timpul de esantionare
este de 1073 [s] adica aprox. 1 [kHz]. Tn contrast cu o frecventd fundamental3 uzuala
(alternativ sinusoidala) de 50 [Hz], factorul de multiplicare este de 20. Practic, cu un astfel
de sistem, s-ar putea achizitiona o tensiune sinusoidala alternativa la 50 [Hz] in 20 de
puncte de masura pe perioada. Perioada unui semnal cu frecventad de 50 [Hz] este de 0.02
[s], frecventa Nyquist este de 100 [Hz], perioada Nyquist este de 0.01 [s]. Tn raport cu
perioada Nyquist, timpul de esantionare ales 1073 [s] este mai mic de 10 ori (decat perioada
Nyquist); Pentru a respecta faptul cd, semnalul trebuie sa aiba o perioada de esantionare de
20 de ori mai mica decat perioada fundamentalei, se recomanda ca timpul de esantionare sa
fie 10%.Din cauza faptului ca, platforma Arduino comunica serial la o frecventd mult mai
joasa decat frecventa de achizitie, cea mai buna valoare raméane 1073 [s].
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